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ВОЛНОВЫЕ ДВИЖЕНИЯ В КУБИЧЕСКИ АНИЗОТРОПНЫХ ТЕЛАХ
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и  is obtained general solution o f the problem ofwaves propagation in cubic anisotropic bodies by means o f  
Helmholtz equation solutions.
Получено общее представление решений задач об установившихся движениях в кубически анизот­
ропных телах через решения уравнения Гельмгольца.
Будем рассматривать твердые тела, процессы деформирования в которых‘описываются следующим 
законом Гука [1];
^ і і  ~  ( Ą i А і У іі +
(1)
Здесь
1  ^ ^
= — ,Ą j  = const (2 ) 
z  ax^
Уравнения движения для таких тел при условии отсутствия массовых сил имеют вид: 
где
3 -ч2 •• _
(3)
Л,, — Ауу » , Лі2 к \ ^- 2 , 0  = \ + = ^ , р  = const
14 4 л  44 ir=l
(а  -I- ) i .  + ад  ,.0 = p ii., i = 1,3 (4)
Для установившихся движений
мДхД )= V j(x )e '^
и поэтому (3) преобразуются к следующему виду:
(а + еЭ- )р^. + аЭ^- -н к \  = О (5)
к=\
или в матричной форме:
Mv = О (6)
А - 1-(£-1- ст)Эз +к^ CT0 J02 00^03 я
м  = <70^02 А  + (е-1-(7)0 2  +к^ 00203 Л’ = ^2
(7 0 J03 00203 А - 1-(£- ю )0 з +к'^ 3^
где
(7 )
crdjdj crdjdj ^. + {е + а р " ^ "  Vj
Обозначим
^(Э^,Э2 ,Эз,А:^)= detM (8)
Из (7) имеем:
f (d f ,02,Эз,^^)= { A  +  k ^ J  + { Е  +  а ) ^ [ А  +  к ^ У  +  e { s  +  2 a ) f ^ [ A  +  k ^ ^ ) + £ ^ { s  +  3 a ) f ^  =  
=  { A  +  k ^ J  + Л ^ [ А  +  к ^ У  +  { х ^ - a ' ^ ) f ^ [ A  +  k ^ ) + { X - a y { ź i  +  2 a ) Ą
Здесь :
Я = £ + а  = -  1, £ = Я -  <7, £ -ь 3(7 = Я 3- 2сг
л ‘44
/ j  = -Ь 0 2  + Эз = А ,/ 2  = 0f0^ + 0 2 0 3  + 0 3 ^ f, / 3  = 0 f 0 2 0 ^
(10)
Положим
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Э2,э2д2
+ j '*■ j  2^ 3
-aSjS^ j^ A* + (Х-о)э|  ^
-стЭіЭз|^ Д* + (X-(j)9^ j
-aai32[A* + (X-<r)32j 
Д* 1 +ХД*^ Э^ +э| j + -CT^ js: 
-(тa2Эз[д* + (X-cт)э2j
■M
-cгЭlЭз|^ Д*^ -(X-c^ )э2j 
-aЭ2Эз[^ Д* + {X-a)э2j
n
(11)
где для краткости принято A* = A + ł^,A = £ + a  (12)
Непосредственной проверкой убеждаемся, что
МФ = FE (^^)’
где
' 1 0  0^
Е=  О 1 О 
О О 1
Из (13) вытекает, что если ср(х) является решением уравнения
F(ЭJ^Э^,Эз^A:")ф(x) = 0 
то решениями (5) будут также век гор-функции
(14),
vfl(x )=  (А*)ЧлА*(Э2 + Эз)+(Л"-а")Э2Эз ф(х) 
vfl (т) = -стЭ^Эз [ а* + (Л-ст)Эз]ф(д:) (15)
vfl (х) = -аЭіЭз [ а * + (А. -  ст)Э2]ф(х)
v f 1 {х) = -ад^д^ [ а* + (А -  о)д1 ] ф (х) 
v fl(x )=  (а*)^+АА*(Эі +Эз)+ (А ^-а ')Э (Э з ф (х ) -(16) 
vfl (х) = -аЭ^Эз [ а* + (А -  ст)Э( ]ф (х)
(х) = -аЭ^Эз [ а * + (а -  а)Э2]ф(т)
(^) [ а * + (^ -  '(17)
Гз^^1(х)= (а*)%АА*(Э і +Э2)+(А^-а^)Э(Э2 ф(х)
Решение уравнения (14) может быть вьшолнено с помощью разложения его на множители;
F(Эз^Э^,Эз^ А") = (а + аЭ( + + т ) х
Х^ А + аді + bdl + m^(A + аді + Ьд\ + m) ’
где a,b,m — константы, которые определим из поточечного равенства правых частей (14) и (18).[2]. Так, 
например, имеем:
F(0,0,0,A") = (A")' = hi'  (19)
2лл1
Откуда т = к^е  ^ ,« = 1,2,3 (20)
Далее
t f ( l X - 2 , k ^ )  = { k ' J  -3(А^ - 2 { X - a f  (А + 2а) =
= (а + А + ш)(д -  2А + »i)(A -  2п + т )  = 
sitn  ^ + т{ЗаЬ -За^ -  ЗА^)+ (а + А )(а-2А )(А -2а)
В силу (20) отсюда получаем;
(18)
(21)
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или
= (а^ +
- 2 І Х - 0  ) \ X  + 2c)  = {a + h ){a -2 b ){b ~ 2 a )
2ш і
{^a-\-b'f =ЪаЬл-{Х^ -  o^'^e ^
{a + b) 9aZ)-2(a + Z))"] = -2 (X -a)"(A  + 2a) 
После очевидных вьшіадок получим:
ЪаЬ = [a + b f  -(Х^ -  ст*
(22)
2пяі
3
(^ а + b'f — З^Я‘ -а^ je
2УСИХ
3
Обозначим;
a+b = t(24).
Тогда (22) принимает следующий вид:
~ - 2 [ X - a f  (Х + 2с)
(23)
ЗаЬ = - {Х^ -
2‘кпі
3 (23)
-3(Я,^-ст^)е  ^ ? + 2(Я-а)^(Я + 2а) = 0 
Уравнение (24) решается непосредственно с помощью формул Кардано [3];
t = (Я + 2ст)+|ст(Я-ст)|д^(а-Я)+(ЗЯ + 5сг)
+^~  (Я -  ст)^  (Я + 2а) -  |а  (Я -  а)| ^ ( а  -  Я) (ЗЯ + 5ст)
(25)
Внося (25) в (23), найдем ^
Inni
3 (26).
Формулы (25) и (26) показывают, что а и Ь являются корнями квадратного уравнения
-(a  + Z»)x+а6 = О
или
2 1 X - t x  + —
3
е  +(Я  ^-а^)<
2тійі
3 О (28)
Таким образом, приходим к следующему выражению для а и Ь:
t±
и х ^ - а \ Ь
(29),
где t определяется по формуле (25).
При известньк a,b,m решение уравнеішя (14) представимо в таком виде[1]:
ф (^ )  =  Фа ( ^ )  + Фр (^ )  + Фу (^ )
где (Pjj, фр, являются решением уравнений;
(30),
(Д + аЭд+6Эр+ 7и)ф (^х) = 0 (^ )^
Здесь ( cx,P,y) являю тся циклической перестановкой чисел (1,2,3).
Уравнения (31) сводятся к стандартному уравнению Гельмгольца (Д+т)ф = 0 с помощью замены [4]:
в  самом деле, из (32) имеем:
Эф _ Эф _ 1 Эф
Эх„ Э^ „ dx^  VlT^ Э^ „ ’
(32)
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э>_ э
дх1 дх„
Эф 1
+ а
9 V  1
Поэтому (31) принимает вид:
Здесь
А + а —  + Ь—  + т ф =
^ Ч  J
Фу =
^ Э" ^  І І  ^
ф у
(33)
= (А + т)фД ^„,^р,4^) = 0
ф, ( ? . . % , . ^ ) - фІ ^ . ^ . \ (34)
С учетом вьппесказанного общее решение уравнения (14), даваемое формулами (30)-(31), может 
быть представлено в следующем виде:
ф(Ті,Х2,Д^) = ф,
+Ф.
>Jl + a л/і + Т
“’л /ІТ ^ ’лЯТь yjl + a Vl + ^
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